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Célculo del Coeficiente de Restitucion
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1. Introduccion

1.1. Medios Granulares

Los medios granulares son aquellos formados por un cierto nimero de objetos macroscépicos de
cualquier tamano (llamados granos) que interaccionan por medio de contactos temporales o perma-
nentes. Todos los materiales que se presentan en forma de granulados (cereales, arena...) o polvos
(talco, harina...) son estudiados por la fisica de medios granulares. Los avances en el conocimiento del
comportamiento de estos materiales tienen multiples aplicaciones en la industria agricola, alimenticia,
de la construccién y farmacéutica, entre otras. Ejemplos concretos son: almacenamiento y transporte
de granos, pildoras y materiales de construcciéon. El material granular representa un tipo de materia
que no puede describirse muy bien en términos de los métodos convencionales, (por ejemplo), solidos,
liquidos o gases. Si bien cada particula es un sélido independiente, un conglomerado de particulas gran-
ulares muestra comportamientos inusuales diferentes a la de los sélidos, debido a que la interacciéon
dindmica entre las particulas es disipativa, es decir, no se conserva la energia. En este tipo de procesos
se han identificado fenémenos por todos conocidos pero que no son comprendidos totalmente hasta el
momento, como ser atascamiento de granos, formacion de arcos de particulas, segregacion por tamafo,
respuesta a golpes e impactos, fracturacion, etc.. Estos procesos se han estudiado experimentalmente,
mediante el desarrollo de experiencias de laboratorio que reproducen los fenémenos, y en las tltimas
décadas en forma numérica, a través de modelos computacionales. El método de los elementos discretos
(Discrete Element Method - DEM) simula el comportamiento mecénico de un medio formado por un
conjunto de particulas las cuales interaccionan entre si a través de sus puntos de contacto (Cundall €
Strack, 1979). Inicialmente veremos una demostracion del proceso de segregacion por tamafio de un
medio granular compuesto por diferentes particulas que esta sometido a reiteradas sacudidas (Kudrolli

2004), ver figura (1.1).



Figura 1.1: Caja con bolitas de diferente tamafio que se hace sacudir para ver el proceso de segregacion
por tamano. Tal efecto se conoce como Efecto de las Nueces de Brasil.

Procesos asociados a medios granulares se han observado en una variedad de escenarios geolégicos
como la formacion y transporte de dunas, vibraciones producidas en terremotos y segregacién por
tamano en asteroides sometidos a impactos, ver figura .

El proceso crucial que determina el comportamiento de los granos es el mecanismo de contacto
entre los mismos y con las paredes del recipiente. El objetivo de la presente experiencia es avanzar en
la comprensién de los mecanismos y caracteristicas de los modelos de contacto, estudiando la disipacién
de energia en medios granulares y su aplicacién con propésitos ttiles, particularmente en los casos en
que las particulas interactiian con una pared. La interaccion entre las particulas se modela como una
fuerza similar a la que se hace al forzar un resorte vertical o a una esfera que puede ser deformada pero
cuya deformaciéon desaparece cuando se deja de ejercer la fuerza que le aplicamos. Agregamos ademas
la viscosidad (modelo de Hertz).

2. Fundamento Tedrico

Durante una colisién ideal, por ejemplo una colisién elastica, toda la energia cinética de la particula
se transforma en deformacion elastica durante el proceso de contacto, para luego ser reconvertida en
energia cinética cuando la particula rebota (Vargas et al. 2006). En la practica, siempre se pierde
energia durante el proceso de contacto y rebote. Esta pérdida de energia, es efectivamente un proceso
disipativo. Tres mecanismos contribuyen fundamentalmente a dicha disipaciéon energética:

1. Energia perdida debido a las vibraciones de la superficie (ondas superficiales y volumétricas) ast
como la vibracién almacenada en la particula luego de la colisiéon

2. Energia perdida debido a la deformaciéon plastica de la superficie blanco y la particula que
colisiona

3. Energia disipada debida a las caracteristicas visco-elasticas de la particula y la superficie.

2.1. Coeficiente de Restitucion

Independientemente del tipo de materiales involucrados, para una colision, el coeficiente de resti-
tucion € se define como la relacion entre la velocidad de la particula después de la colisiéon vy y antes
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Figura 1.2: SUPERIOR: Nube de polvo generada en un terremoto. INFERIOR-1ZQUIERDA: Duna de arena.
INFERIOR-DERECHA: Asteroide Itokawa y su distribucién de tamanos de rocas en su superficie.

de la colisién v; como se muestra en la ecuacion (2.1)

vf
g =— 2.1
V; ( )

3. Meétodo Experimental

En esta experiencia se dejarén caer esferas de diferentes materiales sobre una superficie lisa donde
se producira el impacto. Utilizaremos un micréfono conectado a la placa de sonido de la computadora
para registrar el sonido producido por los sucesivos impactos de la esfera soltada desde una altura hg.
El archivo de audio asi generado y leido directamente en Matlab a través de los siguientes comandos.
Para grabar el sonido primero hay que definir las caracteristicas del mismo de esta forma

rebotes=audiorecorder (44100,16,1)

Donde 44100H z es la SampleRate, 16 es la profundidad de bits del sonido y 1 es el el nimero de canales
en los cuales se grabara el sonido (mono o stereo), en este caso mono.

recordblocking(rebotes, 10);
Aqui especificamos que vamos a grabar el objeto rebotes, durante 10 segundos de tiempo.
[y,t]l=getaudiodata(rebotes) ;

Luego los 2 vectores creados contienen la intensidad de sonido en y, y el instante de tiempo en el que
se da la senal en el vector t.

3.1. Materiales a Utilizar

Las experiencias se hardn con tres tipos de esferas: roca, aluminio y vidrio. Se compararén las
determinaciones del coeficiente para cada caso. Se haran experiencias con dos esferas de vidrio de
diferente tamaio.
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Figura 2.1: 1ZQUIERDA: Colisiéon de una particula contra una superficie. DERECHA: Esquema del dis-
positivo experimental y grafico de la senial de audio tipica de una secuencia de rebotes

3.2. Procedimiento

Para relacionar el coeficiente de restitucion € con el tiempo entre rebotes, asumimos que la re-
sistencia del aire es despreciable y que ¢ es independiente de la velocidad de impacto. Observe que la
ecuacion (2.1) sabemos que para el j-ésimo rebote se cumple

evj_1=wv; conj=1,..,n (3.1)

La ecuacion (3.1) es una relacién de recurrencia en la cual puede sustituirse nuevamente ev;_o =
vj_1 y asi sucesivamente hasta llegar a v, obteniendo

eV v, = uN (3.2)

La ecuacion se obtiene a partir del modelo de Bernstein (1977), donde N es el namero total
de rebotes de la bolita, v, es la velocidad justo antes del primer impacto y v, es la velocidad justo
después del impacto ntimero N. Si consideramos el tiempo transcurrido entre impactos, tenemos que
para el j-ésimo impacto, t, es el tiempo transcurrido entre el impacto j y el j + 1, v; es la velocidad
justo después del j-ésimo impacto y g = 9,81m/s> es la aceleracion de la gravedad.

2.
]
g

Sustituyendo la ecuacion (3.1)) en (3.3) y aplicando la relacién de recurrencia para los N rebotes
obtenemos

(3.3)

ty = N 2v,

(3.4)

La ecuacion es la ley que rige el tiempo transcurrido entre rebotes en funcién del nimero de
rebote que se trate. Para cada pareja de valores (IV, ty) medida experimentalmente, es posible deducir
un valor del coeficiente de restitucién . Pero dado que tenemos informacién de muchos rebotes haremos
un ajuste lineal por el método de minimos cuadrados para obtener un valor més certero de . Aplicando



logaritmo en base 10 a la ecuacion (3.4) y algunas propiedades del logaritmo, logramos linealizar la
ecuaciéon obteniendo

2v,
logyg (tn) = Nlogyq () + logy, < p > (3.5)

Finalmente calcularemos
= ¢ para cada material a partir del ajuste por minimos cuadrados en la ecuacion (3.5)

= La relacion que guardan los parametros del ajuste con los datos del problema (g, v, y g)

3.3. Discusiéon
Los datos experimentales obtenidos
= ;Coémo se construye el eje del tiempo con estos datos?
= ;Bajo qué hipotesis es lineal en escala logaritmica la curva log (¢,) vs n?

= ;Cémo puede determinar si es cierta la hipotesis de que la fraccion de pérdida de energia es
constante en cada impacto?

= ;Coémo puede discutir la hipotesis de la independencia de € respecto de la velocidad de impacto?

Para el caso de esferas viscoelasticas se ha hallado una relacion entre € y V' como indica la ecuacion
(3.6) a través del modelo propuesto por Kuwabara & Kono, 1987.

e=1- %vl/s (3.6)

= Con este tipo de dependencia jse puede esperar que con el dispositivo experimental usado, se
pueda determinar la validez de esta relacién?

= ;Hay dependencia del coeficiente de restituciéon el tamano de las esferas del mismo material?
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